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СОДЕРЖАЩИХ ЦЕНтРОБЕЖНЫЙ ПОтЕНЦИАЛ 
Аннотация. Рассматривается приближенное вычисление функциональных интегралов от функционалов специ-
ального вида, содержащих центробежный потенциал. Под центробежным потенциалом понимается потенциал, воз-
никающий за счет центробежной силы. Сочетание метода разложения по собственным функциям гамильтониана, 
порождающего функциональный интеграл, и метода последовательностей Штурма для вычисления собственных 
значений используется для приближенного вычисления функциональных интегралов. Это сочетание позволяет зна-
чительно уменьшить счетное время и объем используемой памяти компьютера по сравнению с другими известными 
методами.
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APPROXIMATE EVALUATION OF FUNCTIONAL INTEGRALS WITH CENTRIFUGAL POTENTIAL
Approximate evaluation of functional integrals containing a centrifugal potential is considered. By a centrifugal potential 
is understood a potential arising from a centrifugal force. A combination of the method based on expanding into a series of the 
eigenfunctions of a Hamiltonian generating a functional integral and the Sturm sequence method for the eigenvalue problem 
is used for approximate evaluation of functional integrals. This combination allows one to significantly reduce a computation 
time and a used computer memory volume in comparison to other known methods. 
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Введение. Широкое применение функциональных интегралов стимулирует развитие мето-
дов их приближенного вычисления. К настоящему времени получены значительные результаты 
в области приближенного вычисления функциональных интегралов. Существуют подходы, кото-
рые основаны на дискретизации пространства и времени, и подходы, при которых не требуется 
дискретизация, а аргумент подинтегрального функционала остается элементом исходного про-
странства. В рамках подхода, не требующего дискретизации, разработан метод приближенного 
вычисления функциональных интегралов, основанный на использовании приближенных фор-
мул, являющихся точными на классе функциональных многочленов заданной степени (см. моно-
графии [1–4]). В работах [5, 6] был предложен метод вычисления функциональных интегралов, 
который базируется на разложении по собственным функциям гамильтониана, порождающего 
функциональный интеграл. Предложенный подход более эффективен по сравнению с методами, 
использующими дискретизацию, так как требует значительно меньшего счетного времени и па-
мяти ЭВМ. также он более эффективен по сравнению с методами, полученными в [1–4], при вы-
числении функциональных интегралов по пространству функций, заданных на отрезках боль-
шой длины. В [5, 6] предложенный подход был апробирован для функциональных интегралов, 
порожденных гамильтонианом гармонического осциллятора, гамильтонианом ангармонического 
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осциллятора и гамильтонианом одномерной прямоугольной потенциальной ямы. При описании 
частиц в квантовой механике используются потенциалы, содержащие переменную в знаменателе, 
например, Coulomb potential ( ) ,
c
V x
x
−
=  shifted Coulomb potential 1 2( ) ,
c
V x c
x
−
= +  Kratzer potential 
1 2
32( ) ,
c c
V x c
x x
= − +  Davidson potential 221 2( )
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V x c x
x
= +  и др. В связи с этим в настоящей работе 
рассматривается применение метода, предложенного в [5, 6], для приближенного вычисления 
функциональных интегралов, содержащих потенциалы с переменной в знаменателе, а именно: 
исследуется случай центробежного потенциала, для которого можно сравнить приближенные 
и точные значения. В разделе 1 вводится функциональный интеграл и дается краткое описание 
метода для его вычисления. В разделе 2 приводятся результаты численного эксперимента, кото-
рые свидетельствуют, что предложенный метод позволяет получить хорошие приближенные 
значения и для функциональных интегралов от функционалов, содержащих в знаменателе функ-
ции, по которым выполняется интегрирование.
1. Описание метода. В данном разделе рассматриваются функциональные интегралы по ус-
ловной мере Винера, определяемые равенством 
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Говорят, что функциональный интеграл (1) порождается гамильтонианом 
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при x < 0. При этом гамильтониан H по виду совпадает с радиальным оператором Шредингера. 
Выражение 2
c
x
 может быть истолковано как потенциал отталкивания, возникающий за счет 
центробежной силы, поэтому его обычно называют центробежным потенциалом [7]. 
так как V(x) = +∞ при x < 0, то формулу (1) можно записать в виде 
( )эф ,exp ( ) ( )s t
t
x x
s
V x d d x
  − τ τ µ = 
  
∫ ∫  
 
1
0
1 эф 1 1 1
1 10 0
( 1) exp ( ) ( ) ( , ) ... ,lim j j
nn
j j j j j nt t
n j j
n t t V x K x x dx dx
−
∞ ∞
− − −−
→∞ = =
  = − − − 
  
∑ ∏∫ ∫  
т. е. функцию V
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(x) можно рассматривать не на R, а на R+. 
Для вычисления интегралов вида (1) используется приближенное равенство [5, 6] 
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m – число слагаемых, которое мы выбираем в зависимости от желаемой точности вычислений. 
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Для вычисления –λ
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Далее методом последовательностей Штурма [8] вычисляются собственные значения j−l  ма-
трицы H  и методом обратной итерации [8] – собственные векторы j  матрицы .H  Нахождение 
собственных значений с помощью последовательностей Штурма основано на подсчете числа со-
впадений знаков у следующих друг за другом членов последовательности. Поэтому, по сравне-
нию с другими известными подходами, данный метод требует значительно меньшего счетного 
времени и памяти ЭВМ. 
2. Численные результаты. В качестве примера рассмотрим вычисление функционального 
интеграла (1) в случае 2эф 2
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 при x > 0, V
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Для указанного V
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(x) на рис. 1 приведены точные и приближенные значения интеграла 
K(x
s
,x
t
) при x
s
 = x
t
 = x, т. е. K(x,x), при s = 0, t = 1, N = 40, m = 0, m = 1. 
Рис. 1. точные и приближенные значения интеграла K(x,x), s = 0, t = 1, N = 40, m = 0, m = 1
Fig. 1. Exact and approximate values of the integral K(x,x), s = 0, t = 1, N = 40, m = 0, m = 1
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На рис. 2 для этого же V
эф
(x) приведены точные и приближенные значения интеграла K(x,x) 
при s = 0, t = 1, m = 1, N = 10, N = 40. 
На рис. 3 для этого же V
эф
(x) приведены точные и приближенные значения интеграла K(x,x) 
при s = 0, t = 2, N = 40, m = 0, m = 1.
Рис. 2. точные и приближенные значения интеграла K(x,x), s = 0, t = 1, m = 1, N = 10, N = 40
Fig. 2. Exact and approximate values of the integral K(x,x), s = 0, t = 1, m = 1, N = 10, N = 40
Рис. 3. точные и приближенные значения интеграла K(x,x), s = 0, t = 2, N = 40, m = 0, m = 1
Fig. 3. Exact and approximate values of the integral K(x,x), s = 0, t = 2, N = 40, m = 0, m = 1
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Рис. 4. точные и приближенные значения интеграла K(x,x), s = 0, t = 2, m = 1, N = 10, N = 40
Fig. 4. Exact and approximate values of the integral K(x,x), s = 0, t = 2, m = 1, N = 10, N = 40
На рис. 4 для этого же V
эф
(x) приведены точные и приближенные значения интеграла K(x,x) 
при s = 0, t = 2, m = 1, N = 10, N = 40. 
точные значения для функционального интеграла получены из формулы [9–11] 
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μ
 – модифицированная функция Бесселя порядка μ. 
Рис. 1, 3 демонстрируют, что для различных значений t приближенные значения ближе к точ-
ным значениям при большем m. Рис. 2, 4 показывают, что для различных значений t приближен-
ные значения ближе к точным значениям при большем N. 
Отметим, что время приближенного вычисления функционального интеграла предложен-
ным методом на компьютере с процессором 3.01 ГГц составляет менее одной секунды, а метода-
ми, использующими дискретизацию, – десятки минут. 
таким образом, в работе предложен метод вычисления функциональных интегралов, содер-
жащих центробежный потенциал, и приведены результаты его численной апробации. Метод ос-
новывается на разложении по собственным функциям гамильтониана, порождающего функцио-
нальный интеграл. Вычисление собственных значений, которые применяются в разложении, 
основано на подсчете числа совпадений знаков у следующих друг за другом членов последова-
тельности Штурма. Поэтому метод требует значительно меньшего счетного времени и объема 
используемой памяти компьютера по сравнению с другими известными подходами.
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